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[摘 要] 纤维束模型是研究纤维材料力学特性的一种有效方法，然而很少有人研究纤维束模型雪崩失效能量释放过程。首先

回顾了纤维束模型的主要特征，推导了弹性能和总损伤能的数学方程。提出了表征雪崩失效过程能量释放快慢的速率公式，而后

结合均匀分布、幂次分布与韦布尔分布，论证了弹性能导数峰值与能量释放速率存在的强关联性。结果表明：提出的雪崩释放速

率公式能够表征雪崩灾变过程的时间尺度，雪崩释放速率与弹性能导数峰值和加载速率呈现正相关性，有一定的应用价值。
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引言

纤维材料广泛应用于工程领域，理解并预测其力学响应

至关重要，研究纤维材料力学行为的关键工具之一是纤维束

模型。纤维束模型最早被 Pierce 在 1926 年引入，是研究纤

维材料在各种载荷条件下失效和破坏的重要理论方法之一

[1]
。过去将近一个世纪，由于纤维束模型在模拟临界现象中

扮演了不可或缺的角色，在工程应用广泛。

近年来世界各国研究人员应用此模型从理论和试验两方

面探索，积累了丰富的成果。然而，对于纤维束模型的灾难

性雪崩失效过程，雪崩过程会持续多长时间，影响雪崩失效

过程能量释放因素有哪些，目前很少有文献回答这些问题。

图 1 纤维素模型示意图

1 纤维束模型

从统计物理学的观点来看，单向纤维复合材料可以简化

为几个特征性质。存活的纤维承担断裂纤维的载荷，按荷载

分配方式的不同划分出两类：全部纤维共同承担载荷和只考

虑局部纤维承担载荷，局部纤维承担载荷必须通过数值模拟

求解
[2]
，因此本文基于全部纤维共同承担载荷的纤维束模型。

纤维束模型由三个要素组成：N 条平行纤维、两边的固

定夹和平行于纤维的力 F，如图 1。每条纤维刚度相同，在力

f作用下伸长Δ
[3]
：

f   （1）

式中，κ表示弹簧刚度。每根纤维有一个拉伸阈值，如

果伸长量Δ大于该阈值，纤维立即断裂失效。全部纤维共同

承担载荷方案中，两边的夹具默认为刚性，随着伸长量Δ的

增加，部分阈值小的纤维率先断裂，荷载将均匀地分担给未

断裂纤维。

每根纤维的伸长量阈值服从概率密度函数 p（x），累计

概率分布函数的数学公式见公式（2）。假设 n根纤维先失效，

伸长量Δ处纤维束合力为 F。纤维束失效程度定义为 d，d 为

已断裂纤维数量 n与所有纤维数量 N的比值。当 N趋于无穷

大时，d变成一个连续值，其关系式为：

   
0

x
P x p x dx   （2）

  (1 )F N n N d       （3）
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/d n N （4）

根据损伤力学和材料力学原理，外部荷载 F作用下被拉

伸Δ，未断裂纤维储存的弹性能与已断裂纤维损伤的能量见

下面公式：

 2 2( , ) (1 ) (1 )
2 2

e N NE d d P 
        （5）

   
2

1 2

0 0
( , )

2 2
dd N NE d P x dx p x x dx        （6）

式中, ( , )eE d 表示弹性能， ( , )dE d 表示断裂纤维损

伤能。注意，当拉伸量为Δ时，伸长量阈值 P（Δ）＜Δ的

纤维会断裂，因此已断裂纤维所占比例 d=P（Δ）。进一步可

得到下述公式：

   (1 )F N n N P        （7）

断裂时每根纤维内力达到最大值，纤维失效，因此必然

存在失效点 c ，此时   / 0dF d   ，得到下述方程

1 ( ) ( ) 0c c cp P     （8）

2 雪崩释放速率定义与失效时间

假设雪崩从开始到结束拉伸速率恒定，拉伸长短对应每

根纤维的伸长，因此可以得到 /d dt v  ，进一步转换公

式得到:

 c cv t t     （9）

式中，t代表纤维束模型雪崩开始 到雪崩结束 时

刻， ，v 表示夹具拉伸速率，这里是常数。

雪崩过程结束时 ，得到公式（10）：

1 c
end ct t

v


  （10）

显然，纤维束模型的雪崩失效快慢与失效点和拉伸速率

有关。失效点越早，灾变过程持续时间越长；拉伸速率越快，

灾变过程持续时间越短。

雪崩能量释放速率 avaE 定义为雪崩过程中释放的总损伤

能
d
finalE 除以持续时间 end ct t ，见方程（11）至（12）。雪

崩释放速率量化了雪崩过程的剧烈程度：夹具拉伸速率与总

损伤能量越大，失效点越早，失效过程耗费时间越长。因此，

其定义符合纤维复合材料断裂规律。

1 cend

d d
final final

a
c

va

vE
E

t t
E

 
 

 （11）

 
1 2

2 c

d
final

NE p x x dx


  （12）

3 三种分布计算

常用的三种分布函数有均匀分布、幂律分布和韦布尔分

布，下面详细计算。

3.1 均匀分布

均匀分布是纤维束模型中最常用的阈值分布模型,阈值

为[0,1]的均匀分布，其为分布函数为 ，概率密度

函数 。代入公式（8）可得 。将阈值函数

代入得：

 max

max 6

edE NM
d


 


（13）

4
7
2avaE N v （14）

式中，M 表示弹性能一阶导数峰值。观察方程（17）

和（18），弹性能导数峰值与雪崩释放速率的关联性公式

见方程（15）。从方程（15）中可以看出，均匀分布中雪

崩释放速率 avaE 与 M、v 均成正比，拉伸速率越大，雪崩释

放速率越大。

ava
7
4

E M v   （15）

3.2 幂律分布

满足在双对数坐标下表现为一条斜率为负数直线的分

布，称为幂律分布。阈值为[0,1]的幂律分布概率密度函数为

   1p x x  ，计算得到：

 max
max

max

12
2 2

edE NM
d

 


 
    

 
（16）
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3
1

1
1

1 1 (2 )
2 3 1 (2 )

ava
v NE






  











   
  


 

 （17）

经方程（16）和（17）变换，弹性能导数峰值 M与雪崩

释放速率 avaE 的关联性公式为方程（18）。幂律分布中雪崩

释放速率 avaE 与 M、v均成正比，拉伸速率越大，雪崩释放速

率越大。

3 1
1 1

1
1

1 (2 ) 2 2
(3 )(2 ) 231 (2 )

ava
MvE


 



 
  




 
 




   
        

 （18）

3.3 韦布尔分布

1951 年，瑞典数学家 Waloddi Weibull 详细解释了韦布

尔分布的概念，于是该分布便以他的名字命名。韦布尔分布

的概率密度函数如下：

    1
1 exp

( ) exp
k

k k
d x

p x kx x
dx


 

   （19）

为了计算方便，由于 ，代入得 ，此时失

效点已达到阈值上限。因此令 ，我们可以将阈值方程

代入得：

   2
maxmax 2

max max
max

0.2931 7
edE

M N e N
d

   


   


（20）

1
0.0485 0.1656

2 / 21

d
final

avalanche
c

vE v NkE Nkv



 


 （21）

方程（20）和（21）变换得方程（22）。显然，韦布尔分

布中雪崩释放速率 avaE 与 M、v 均成正比。

0.5638avaE Mv （22）

4 雪崩失效时间

对于不同的阈值分布，雪崩失效过程持续时间呈现出不

同的解析形式：均匀分布下， ；幂律分

布下见方程（23），当 时退化为均匀分布的结果；韦

布尔分布下，见方程（24）。雪崩失效时间与阈值分布函数的

参数和拉伸速率相关，拉伸速率越大，雪崩持续时间越短，

这一规律符合外界荷载越大则系统内部损伤演化越快的物理

直觉。

1
11(1

2
) /end c vt t




      

（23）

1

( ) /1end c
kk vt t


   （24）

5 结论

本文基于纤维束模型提出了表征雪崩失效过程能量释放

快慢的速率公式，结合均匀分布、幂次分布与韦布尔分布三

种常用分布，推导了弹性能和总损伤能的数学方程，计算了

三种分布雪崩失效时间。结果表明：提出的雪崩释放速率公

式能够表征雪崩灾变过程的时间尺度，三种分布下雪崩过程

能量释放速率均与弹性能导数峰值、加载速率呈现正相关性。

为解释纤维复合材料的失效过程、失效时间提供了一种视角，

有一定的应用和参考价值。
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