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[摘  要] 设G 是有限群, ( )Gπ 为G 的阶的素因子的集合, mp 为 ( )Gπ 的最大元, ( )
mp
Gπ 表示群G

的 mp 阶元中心化子的阶的集合。本文利用群的偶阶分量与群的G 最高阶元中心化子的阶的集合给出

了Thompson群Th的一个数量刻画。我们证明：有限群G 与散在单群M 同构当且仅当：(1)G 与M 的

偶阶分量 1m 完全相同；(2) ( )
mp
Gπ = ( )

mp
Mπ ,这里M 是有限单群Th。 
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[Abstract] Let G  be a finite group, let ( )Gπ  denote the set of prime divisors of the order of G , and let 

mp  represent the largest element in ( )Gπ . Denote by ( )
mp
Gπ  the set of orders of centralizers of elements 

of order mp  in G .In this paper, we provide a quantitative characterization of the Thompson group and 

group by means of the even order components of G  and the set of orders of centralizers of elements of 

maximal order in G . Specifically, we prove that a finite group G  is isomorphic to a sporadic simple group 

M  if and only if the following conditions hold: (1) the even order components of G  and M  coincide 

completely; (2) ( )
mp
Gπ = ( )

mp
Mπ , where M  is either the Thompson group.   
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1 引言 

1.1本文所提到的群都是有限群 

众所周知,有限群的阶以及其元素的阶与群的结构有着极

其紧密的联系,Thompson著名的奇阶群可解定理就是一个很明

显的例证。另一方面,自二十世纪八十年代有限单群分类定理宣

告完成之后,利用有限单群的数量关系来刻画有限单群成为有

限群的一个很重要的研究课题,例如施武杰教授的用群的阶和

元素的阶刻画有限单群,陈贵云教授利用阶分量刻画单群等等,

这方面的成果丰硕,在此就不一一列举。 

设G 是有限群,K.W.Gruenberg和O.Kegel定义了G 的素

图Γ(G)如下：G 的顶点集为 | |G 的全部素因子的集合,两个

顶点 p 与q相邻当且仅当G 中有 pq 阶元。G 的素图连通分

支的个数记为 ( )t G ,G 的素图中连通分支的集合记为

( ) { ( ) | 1, 2, , ( )}iT G G i t Gπ= = ⋅ ⋅ ⋅ 。当G 为偶阶群时,约

定 12 ( )Gπ∈ 。若 1 2 ( ), , , t Gπ π π⋅ ⋅ ⋅ 是G 的素图的全部连通

分 支 , 则 1 2 ( )| | t GG m m m= ⋅ ⋅ ⋅ , 其 中 im 的 素 因 子 集

( ) , 1, 2, , ( )i im i t Gπ π= = ⋅ ⋅ ⋅ ,称 1 2 ( ), , , t Gm m m⋅ ⋅ ⋅ 为G
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的阶分量,并记 ( )OC G = 1 2 ( ){ , , , }t Gm m m⋅ ⋅ ⋅ 为群G 的阶

分量的集合。为了方便,记群G 的偶阶分量为 1( )m G 。陈贵

云教授给出了素图不连通的所有单群的阶分量
[1]
。利用阶分量

的概念陈贵云教授和石化国教授等群论学者研究了如下问题： 

设 G 是一个有限群, S 是一个非交换单群。如果

( ) ( )OC G OC S= ,那么G 与S 是否同构？ 

不少群论学者深入研究过这一问题,他们的部分成果可参

见文献[1-12]。从这些结果来看,阶分量是刻画单群的很有效的数

量性质。 

1962年,在Amsterdam世界数学家大会上Brauer提出了利用

对合的中心化子作为有限单群的标记,之后群论学家们在研究

过程中发现有时还有必要考察奇阶元的中心化子,由此我们可

以看出,元素的中心化子的性质对有限单群有着很大的影响。 

基于上面的原因,本文试图将阶分量和中心化子这两个对

单群结构有着深刻影响的概念结合在一起,利用偶阶分量和某

些奇阶元中心化子的数量性质来刻画Thompson单群。 

2 主要引理 

在本文中约定： ( )Gπ 表示群G 的阶的素因子的集合；

mp 为 ( )Gπ 的最大元, ( )
mp
Gπ 表示群G 的 mp 阶元的中

心化子的阶的集合；| ( ) |Gπ 表示群G 的阶的素因子的个数。

对于 ( )ip Gπ∈ ,
ip

S 表示G 的Sylow ip 子群。其余未经声

明的符号是标准的
[13]

。 

下面的结论给出了当 ( ) 2t G ≥ 时有限群的结构。 

引理2.1
[1]
.设G 是有限群,G的素图不连通,则G 的结

构如下： 

(1)G 是Frobenius 群或2 Frobenius− 群； 

(2) G 有 正 规 列 1 H K G   , 且 H 是 幂 零

1( )Gπ − 群, /G K 是可解 1( )Gπ − 群, /K H 是非交换单

群且 )) |/ | ( /O KG ut HK| ( ) ||∣ 。 

注2.1.G 设是有限群,G 称为2 Frobenius− 群,如果

G 有一个正规列1 H K G   ,使得 /G H 和K 是以

/K H 和H 为核的Frobenius 群。 

引 理 2.2
[1]
. 设 G 是 偶 阶 Frobenius 群 , H 是

Frobenius 核,K 是Frobenius 补,则 ( ) 2t G = , 

( ) { ( ), ( )}T G H Kπ π= ,且G 的结构为下列之一： 

(1)若2 ( )Hπ∈ ,则K 的Sylow子群循环； 

(2)若2 ( )Kπ∈ ,则H 是交换群,当K 可解时,K 的奇

阶 Sylow子群循环, 2Sylow − 子群为循环群或广义四元数

群；当 K 不可解时,存在 0K K≤ 使得 0| : | 2K K ≤ ,且

0 (2,5)K Z SL× , (| |,30) 1Z = ,其中 Z 的 Sylow 子

群循环。 

引 理 2.3
[1]
. G 设 是 偶 阶 2 Frobenius− 群 , 则

( ) 2t G = , G 有 正 规 列 1 , H K G  使 得

2( / ) ( )K H Gπ π= , 1( ) ( / ) ( )H G K Gπ π π∪ = , 

| ( /| / | AK ut KG |∣ ) |H , /G K 和 /K H 均为循环群。特

别地, | / | /G K K H|< | ,G 可解。 

引 理 2.4
[13]

. G 若 是 有 限 群 , N G , 则

/ ( ( )) ( )GG NC N Out N 。特别地,若 ( ) 1GC N = ,则

( )N G Aut G  。 

3 主要定理及其证明 

定理 设G 是有限群,M 是群
15 10 3 23 5 7 13 9 3 )(2 1 1Th ⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ ,

则G M≅ 当且仅当： 

(1) 1 1( ) ( )m G m M= ； 

(2) ( ) ( )pm pmG Mπ π= 。 

证明：因定理的必要性是显然的,只需证明充分性即可。 

此时
15 10 3 2

1 1 3 5 7 13( ) ( ) 2m G m M= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ 且 ( ) {31}pm Mπ =

由 于 1 1( ) ( )m G m M= 15 10 3 23 5 7 132= ⋅ ⋅⋅ ⋅ , 故

( ) 2t G ≥ ,从而由引理2.1可知G 的结构如下： 

(1)G 是Frobenius群或2 Frobenius− 群； 

(2)G 有正规列1 H K G   ,且H 是幂零 1( )Gπ −
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群, /G K 是可解 1( )Gπ −群, /K H是非交换单群。 

但G 不可能是Frobenius群。否则由引理2.2,G HK= ,

其中H 是Frobenius 核,K 是Frobenius 补, ( )T G =  

{ ( ), ( )}H Kπ π 。 

(1)若2 ( )Hπ∈ ,则 1( ) ( )H Gπ π= 。因H 为幂零群,

可知 2H S= × 3 5 7 1 3S S S S× × × , ( )i iS S y l H∈ , 

2, 3, 5, 7,13i = ,且 iS G ,从而有 2| | | ( ) |K A u t S|∣ 。但

由于 | |K31|| ,与
15 0 15 1 15 2

2| ( ) | | (2 2 )(2 2 )(2 2 )...Aut S − − −|∣  
1 5 1 3 1 5 1 4( 2 2 )( 2 2 ) |− − 矛盾,故2 ( )Hπ∉ 。 

(2)若 2 ( )Kπ∈ ,则由条件G 的 Sylow 31− 子群

31S 正规于G 且其阶31。将G 的 Sylow 2 − 子群作用于

31S 便可得G 含62阶元,与 ( ) {31}pm Mπ = 矛盾。故G 不

是Frobenius 群。 

G 也 不 是 2 Frobenius− 群 , 否 则 由 引 理

2.3, ( ) 2t G = 且 G 有正规列 1 H K G   , 使得

2( / ) ( )K H Gπ π= , 1( ) ( / ) ( )H G K Gπ π π∪ = 。由

于 1 ( )m G 1 5 1 0 3 2
1 3 5 7 1 3( ) 2m M= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ , 故

231 ( )Gπ∈ ,从而K 中含31阶元。将K 的31阶元作用于H
的 某 个 Sylow p − 子 群 就 可 得 到 矛 盾 。 故 G 不 是

2 Frobenius− 群。 

于 是 G 的 结 构 如 引 理 2.1, 即 G 有 正 规 列

1 H K G   ,使 ( )Hπ ∪ 1( / ) ( )G K Gπ π= ,H
是幂零群, /G K 是可解 1( )Gπ − 群, /K H 是非交换单

群。由于有
15 10 3 2

1 1 3 5 7 13( ) ( ) 2m G m M= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ , ( ) 2t G ≥ ,

从而 ( ) ( / )H G Kπ π∪ ⊆ {2, 3, 5, 7,13} ,31 ( / )K Hπ∈ 。

若H 非平凡,不妨设 2 3 5 7 1 3H S S S S S= × × × × , 

( )i iS Syl H∈ , 2,3,5,7,13i = ,由于 H 是幂零群,故

iS G , 2,3,5, 7,13i = 。将K 的31阶元作用于 iS 就可得

( ) {31}pm Mπ ≠ ,矛盾,于是有 1H = 。 

这 样 G 有 正 规 非 交 换 单 子 群 K , 使

1( / ) ( ) {2, 3, 5, 7,13}G K Gπ π∈ = , 31 ( )Kπ∈ 。由文

献[14]可知K 只能是ON , 1 (30)A 和Th 之一。 

如果K ON≅ ,则
9 4 3| | (2 3 5 7 11 19 31)K = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 

1 5 1
1

0 3 2( ) 3 5 7 132m G ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ ,
9 4 3

1 7( ) 2 3 5m K ⋅= ⋅ ⋅ ,

明显 1( )m K 不整除 1( )m G ,矛盾,从而K ON 。 

如果 1(30)K A≅ ,则 | | (2 3 5 29 31)K = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 
1 5 1

1
0 3 2( ) 3 5 7 1 32m G ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ , 1 ( )m K = 2 3 5⋅ ⋅ ,

1 4 9 2 2
12 | ( (30 )) | 23 5 7 11 13 /G Out AK⋅ ⋅ ⋅ =⋅ ⋅ || ( ) | |∣ ∣ ,

矛盾,从而 1(30)K A 。 

于是我们有 K Th≅ ,从而1 GTh  ,此时显然有

( ) 1GC Th = , 又 ( ) 2Out Th = , 于 是 由 引 理 2.4 可 得

G Th≅ 或者 ( )G Aut Th≅ 。如果 ( )G Aut Th≅ ,那么显

然 1 1 1( ) ( ) ( )m G m Th m M> = ,与假设矛盾,于是G Th≅ 。 

证毕。 
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