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[摘 要] 针对鲸鱼优化算法（WOA）收敛速度慢、全局搜索能力弱的缺点，首先对 WOA 中的参数进行改进，

然后利用樽海鞘群算法（SSA）收敛速度快的优点，将其引入到 WOA 中，得到改进的鲸鱼优化算法（AWOA），

最后把 AWOA 应用到非线性方程组的求解中。结果显示，AWOA 不仅提高了搜索解的个数，而且所得解平均值

的误差和标准差低于 WOA。因此，AWOA 相较于 WOA，全局搜索能力更强，求解精确更高，稳定性更佳。
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[Abstract] In view of the shortcomings of whale optimization algorithm (WOA), such as slow

convergence speed and weak global search ability, parameters of WOA were first modified, and then

salp swarm algorithm (SSA) was introduced into WOA. An ameliorated whale optimization algorithm

(AWOA) was obtained and was applied to solving nonlinear equations. The results show that AWOA

not only increases the number of search solutions, but also has lower error and standard deviation

than WOA. Therefore, compared with WOA, AWOA has stronger global search ability, higher solution

accuracy and better stability.
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1引言

受大自然生物自然行为现象的启发，人们提出了元启发

式算法。比如遗传算法，其灵感来源于自然选择和自然遗传

学的进化过程；模拟退火，其灵感来源于冶金中的加热和控

制冷却操作；群体智能算法，其灵感来自鸟群的社会行为、

动物捕食狩猎、细菌生长和鱼群。其中，Drigio 等
[1]
提出了

蚁群算法、Eberhart 等
[2]
提出了粒子群算法、Karaboga 等

[3]

提出了蜂群算法等。

鲸鱼优化算法是 Mirjalli 等
[4]
在 2016 年提出的一种

基于群智能的元启发式算法。鲸鱼优化算法灵感来源于座头

鲸的捕食行为，通过模拟座头鲸的捕食实现其开发与探测，

主要包括包围猎物、气泡网攻击方法、搜索猎物三个阶段。

鲸鱼优化算法有结构简单，参数少，概念易懂，全局优化性

能好的特点。但也存在着易陷入局部最优，全局搜索能力和

局部开发能力不均衡等问题
[5]
。樽海鞘群算法是 2017 年由 M

irjalili 等
[6]
提出的一种新型仿生智能群算法。樽海鞘群算

法在收敛速度和寻优能力方面表现较好，但某些情况下可能

会陷入局部最优，无法找到全局最优解。

为了解决鲸鱼优化算法收敛速度慢、全局搜索能力弱，

首先对其参数进行改进，然后利用樽海鞘群算法收敛速度快

的优点，将其引入到鲸鱼优化算法中，得到改进的鲸鱼优化

算法，最后将其应用到非线性方程组求解中，并与鲸鱼优化

算法计算结果进行对比。

2鲸鱼优化算法（WOA）

WOA 模拟了鲸鱼的觅食行为，包括三个阶段：包围猎物、

气泡网攻击、搜索猎物。

（1）包围猎物

座头鲸在狩猎时通过识别猎物的位置并且将猎物包围起

来进行捕食。由于在搜索空间中不知道最优位置，所以 WOA

最初假定目标猎物的最佳位置靠近最优解，鲸鱼根据目标猎

物位置或接近目标猎物最近点进行位置更新，尝试更新为最

佳位置，位置更新公式如下式所示：
* ( ) ( )D CX t X t  （1）

*( 1) ( )X t X t AD   （2）

其中， D 为个体到最优个体的距离， t 为迭代次数，

A C、 为系数函数，
* ( )X t 为随机个体位置， ( 1)X t  为迭

代 1t  次后个体所处位置。A C、 由公式（3）和（4）更新：

12A a r a   （3）
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12C r  （4）

1r 和 2r 为 0,1 范围内的随机数； a的值从 2至 0线性

递减，更新公式表示为：

2 2 Maxa t T  （5）

其中 MaxT 为最大迭代次数，系数函数 A 的范围在

 ,a a ， 1A  时，鲸鱼捕食行为总是在一个搜索包围圈里，

也就是 用收缩包围机制包围猎物，为局部搜索阶段，按照（2）

更新鲸鱼位置。

（2）气泡网攻击

座头鲸在捕食时，会以螺旋运动的方式逐渐缩小包围圈，

在该算法中，鲸鱼个体通过公式（6）和（7）来更新位置：
* ( ) ( )D X t X t   （6）

*( 1) cos(2 ) ( )blX t D e l X t    （7）

其中， D为鲸鱼与猎物之间的距离， b为一个常数，

其作用是保持鲸鱼作螺旋运动，常设为 1， l是属于 1,1 之

间的随机数。需要注意的是，鲸鱼优化算法在缩小包围圈的

同时会围绕猎物沿螺旋轨迹运动，因此鲸鱼有 50%的可能包

围猎物，也有 50%的可能选择通过气泡网攻击更新公式：

 
   

*

*

,  0.5
( 1) (8)

cos 2 , 0.5      bl

X t A D p
X t

D e l X t p

 
 

    





＜

其中， p是 [0,1] 之间的随机数。

（3）搜索猎物

在鲸鱼优化算法中，每个参与捕食的鲸鱼都是一个可行解，

在猎物搜寻阶段，由于鲸鱼捕食具有随机性，所以每个可行解

通过相互之间的位置关系来更新位置。在WOA中，当 1A  时，

WOA将会随机选择鲸鱼位置进行更新，下面是更新公式：

randD C X X   （9）

( 1) randX t X A D    （10）

其中 randX 是当前种群中随机一个鲸鱼的位置信息。WOA

通过设定 A的范围来增强全局搜索能力，避免陷入局部最优。

3 樽海鞘群算法（SSA）

樽海鞘常以一条链的形式进行移动，位于链条最前端的

称作领导者，剩余都称为追随者。整个捕食行为由领导者决

定捕食方向，追随者跟在领导者的后面。假设种群个数为 N ，

搜索空间为 D维， F 为食物的位置，领导者根据下列公式

更新位置：

1 2 3

1

1 2 3

[( ) ], 0.5

[( ) ], 0.5
j j j jj

j j j j

F r ub lb r lb r
x

F r ub lb r lb r

   


   





（11）

其中， jF 是食物源的第 j维位置； 1

jx 表示第一个樽海

鞘的第 j维位置，也就是领导者； jub 和 jlb 分别代表搜索空

间第 j维的最大值和最小值； 2r 和 3r 为[0，1]随机数， 1r 由
下式确定：

2( 4 / )

1 2 t Tr e （12）

其中， t为当前迭代次数，T 为最大迭代次数。

追随者位置更新公式为：

1( ) / 2, 2j j j

i i ix x x i N    （13）

其中，
j

ix 表示第 i个追随者的第 j维位置。

4改进的鲸鱼优化算法（AWOA）

（1）调整 WOA 算法的参数

首先，对 WOA 中参数 A进行改进，修改式（5）为：

max
/ 22 sin( 1 / )( )Ta t    （14）

利用式（14）改进 A的值。

然后，对 WOA 中参数 l进行改进，l不完全是随机数，通

过式（15）计算得出：

2 3( 1) 1l a a    （15）

其中 2a 是从-1.2 至-1.8 呈非线性递减，公式为：

 
max2 0.6 / / 2 1.2sin Tta     （16）

式（15）中 3a 为[0，1]之间的随机数。

（2）结合 SSA 搜索机制

在迭代过程中，若当前代理的 p小于 0.5，则使用 WOA，

否则使用 SSA。更新后的 WOA 基于 A的值更新当前代理，若

1A  ，则使用式（2）更新代理位置，否则，使用公式（10）

更新代理位置。若 p大于等于 0.5，则使用 SSA，SSA 根据当

前代理是领导者还是追随者来更新代理位置。如果当前代理

是领导者 ( / 2)i N ，则使用式（11）更新代理位置，否则

使用式（2）更新代理位置。

AWOA 结合了 WOA 和 SSA，增大了算法的灵活性，可以根

据具体问题进行调整和改进，该算法有可能更有效地找到较

好的解。AWOA 运行步骤如下：首先初始化两种算法的参数，

然后为给定问题创建初始随机总体解，再评估每个代理的适

应度，确定最佳代理。继续根据参数 p确定使用的算法并更

新代理位置。计算所得总体的适应度并确定此迭代的最佳代

理。最后，算法检查整个迭代过程是否满足要求。若满足，

则算法返回找到最佳代理解，否则，重复之前步骤。

5基于改进鲸鱼优化算法的非线性方程组求解

5.1 非线性问题描述

设非线性方程组

        1 1 1, , , 0F x f x f x f x 
  （17）

其中， , 1, ,i i ia x b i n    。 ia 和 ib 为变量 X 的

分量 ix 的上下限。求解方程组（17）等价于求解下面一个极

值优化问题：

 T

1 2, , , nFin X xd x x ：

s.t. min     2

1

n

j
j

g x f x



当  g x 为最小值时，所对应的 X 即为方程组的解。
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5.2 实验数据及分析

本次实验采用三个非线性方程组，从未知数的不同的个

数和非线性方程组不同的难易程度分别对WOA和AWOA两种算

法进行实验，尽量保证实验数据的可靠性。对于两种算法，

迭代次数均为 1000 次，运行次数为 50 次分别得出两种算法

搜到解的次数、平均值误差以及标准差。

例 1
 

     

2

1 1 2

2 2

1 1 2

1 0

2 0 5 1 0

f x x x ,

f x x x . ,

   

     





其中， 1 20 2x , x  ，精确解为  *

1
1 546342,1 391174x . .



 ，

 *

2
1 067412, 0139460x . .



 。

表 1 两种算法搜到解的次数对比

算法 WOA AWOA

 *

1
1 546342,1 391174x . .



 28 20

 *

2
1 067412, 0139460x . .



 22 30

总共搜到解次数 50 50

表 2 两种算法误差分析

算法 平均值误差 标准差

WOA 3.11074160078571e-08 1.01880737456109e-07

AWOA 8.707457945122699e-15 9.008120935811087e-15

例 1 为代数方程组。表 1是 WOA 和 AWOA 两种算法求出解

的次数对比，看出两种算法都得出 50 组解。表 2是两种算法

的平均值误差和标准差对比，WOA 得出的解的平均值误差约

是 AWOA 得出的解的平均值误差的 10
7
倍，所以 AWOA 得出的

近似解比 WOA 得出的近似解更为精确；从标准差来看，AWOA

得出的结果相较于 WOA 更为稳定。

例 2

     

     

     

2 2

1 1 2 3

2 2

1 2 3 1

2 2

1 1 3 2

5 40 sin 10 0,

2 40 sin 10 0,

3 40 sin 10 0,

f x x x x

f x x x x

f x x x x

   

   

   







其中， 1 2 31 1x , x , x   ，精确解为  * 0, 0, 0x 
 。

表 3 两种算法搜到解的次数对比

算法 WOA AWOA

 * 0, 0, 0x 
 13 18

总共搜到解次数 13 18

表 4 两种算法误差分析

算法 平均值误差 标准差

WOA 2.27957827114082e-01 7.35431413456074e-01

AWOA 4.120520331440589e-02 1.272355287781861e-01

例 2 为超越方程组。表 3 表明 WOA 搜索到解的次数为 13

次，AWOA 搜索到解的次数为 26 次，看出 AWOA 算法搜索到解

的成功率更高；表 4 表明 WOA 得出的解的平均值误差约是 AW

OA 得出的解的平均值误差的 5倍，所以 AWOA 得出的近似解

比 WOA 得出的近似解更为精确；从标准差来看，AWOA 得出的

结果相较于 WOA 更为稳定。

例 3

3 2 2 2

1 1 1 2 3 1 2 3 2

5 4 2 2

2 1 2 1 2 3 2 3 1

5 2 2

3 3 1 2 1 3 1

( ) 2 3 0,

( ) 3 4 0,

( ) 3 4 0,

f x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x

f x x x x x x x

     

     

     







其中 1 1, 1, 2, 3
i
x i    ，精确解为

* (1,1, 0)x  。

表 5 两种算法搜到解的次数对比

算法 WOA AWOA

* (1,1, 0)x  49 50

总共搜到解次数 49 50

表 6 两种算法误差分析

算法 平均值误差 标准差

WOA 7.53573060216427e-04 4.45599220575255e-03

AWOA 1.383844744821745e-17 4.333646256911374e-17

表 5 表明 WOA 搜索到解的次数为 49次，AWOA 搜索到解

的次数为 50 次，看出本文算法搜索到解的成功率更高；表 6

表明的 WOA 平均值误差约是 AWOA 得出的解的平均值误差的

10
14
倍，所以 AWOA 得出的近似解比 WOA 得出的近似解更为精

确；从标准差来看，AWOA 得出的结果相较于 WOA 更为稳定。

6 结论

本文首先对 WOA 进行了改进和提高，得到了 AWOA。然后

利用 AWOA 对不同的非线性方程组求解，并对计算结果进行了

对比分析。结果表明，AWOA 提高了搜索到的非线性方程组解

的个数、精度和稳定性。因此，相较于 WOA，AWOA 能更有效

的解决非线性方程组的求解问题。
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